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A densidade de 𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 é obtida por meio de :

𝜕𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡

𝜕𝑡
=

𝜕 𝑡𝑞𝑥,𝑦

𝜕𝑡
=

𝜕 𝒕𝒒𝒙 𝒕𝒒𝒚

𝜕𝑡

𝜕𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡

𝜕𝑡
= 𝑓𝑇𝑥(𝑡) 𝒕𝒒𝒚 + 𝑓𝑇𝑦(𝑡) 𝒕𝒒𝒙

Lembrando da expressão da força de mortalidade

𝜇 𝑥 + 𝑡 =
𝑓𝑇𝑥 𝑡

1 − 𝐹𝑇𝑥 𝑡
=

𝑓𝑇𝑥 𝑡

𝑡𝑝𝑥

Então:

Status último sobrevivente

𝑓𝑇𝑥 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 e 𝑓𝑇𝑦 𝑡 = 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦



A densidade de 𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 é obtida por meio de :

𝜕𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡

𝜕𝑡
= 𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥

𝒇𝑻𝒙,𝒚 𝒕 = 𝝁 𝒙 + 𝒕 𝒕𝒑𝒙 𝒕𝒒𝒚 + 𝝁 𝒚 + 𝒕 𝒕𝒑𝒚 𝒕𝒒𝒙

Status último sobrevivente



A força de mortalidade do status último sobrevivente

será:

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡

𝑡𝑝𝑦,𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥

1 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦

Status último sobrevivente



𝑇𝑥,𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)}

𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥,𝑦

𝑆𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝑡 𝑝𝑥 + 𝑡 𝑝𝑦 − 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡

=
𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥

1 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡

Resumo

𝑇𝑥,𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)}

𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑞𝑥 + 𝑡 𝑞𝑦 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥,𝑦

𝑆𝑇𝑥,𝑦(𝑡) = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡



Exemplo 1: Determine a função acumulada e a função

sobrevivência para o status último sobrevivente.

Seja o tempo de vida futuro 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 independentes, ambos

com a seguinte função de densidade.

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

𝑡𝑞𝑥 = 𝑡 𝑞𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

𝜇 𝑥 + 𝑡 = 𝜇 𝑦 + 𝑡 =
2

10 − t



Exemplo 1:

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2



Exemplo 1:

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥 + 𝑡 𝑝𝑦 − 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 + 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 − 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2
2

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 2 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 − 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 {2 − 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 }

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 {1 + 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 }

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2



Exemplo 2: Determine a função de densidade e a força de 

mortalidade para o status último sobrevivente. 

Seja o tempo de vida futuro 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 independentes, ambos com a

seguinte função de densidade.

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

𝑡𝑞𝑥 = 𝑡 𝑞𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 𝜇 𝑥 + 𝑡 = 𝜇 𝑦 + 𝑡 =
2

10−t

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2
𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2



Exemplo 2:

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡

=
2

10 − t
1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

+
2

10 − t
1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 =
4

10 − t
1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2



Exemplo 2:

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥

𝑡𝑝𝑥,𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =

4
10 − t

1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2



𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 1 − 0,01 10 − 𝑡 2 2

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
4

10 − t

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2
4

10 − 𝑡

𝑒𝑥,𝑦 = 𝟐

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡

=

4
10 − t

1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡

=
4

10 − t
1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

𝑒𝑥,𝑦 ≈ 𝟒, 𝟒𝟔

𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 = 𝟑, 𝟑𝟑𝟑𝟑





Ao lidar com 𝑇𝑥,𝑦, onde 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 são variáveis
aleatórias contínuas da sobrevida de 𝑥 e 𝑦, temos que
o prêmio puro único do seguro vitalício, com benefício
unitário, é calculado por

 𝐴𝑥,𝑦 =  
0

∞

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 𝑑𝑡

Status último sobrevivente(Seguro vitalício)



Caso o seguro tenha uma cobertura pré-

determinada então o prêmio puro único do

seguro temporário, com benefício unitário

(pago no momento da falha do status) será:

 𝐴 𝑢1:𝑛| =  
0

𝑛

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇 𝑢
𝑡 𝑑𝑡

em que 𝑢 = {𝑥, 𝑦}, logo 𝑓𝑇 𝒖 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 .

Status último sobrevivente(Seguro temporário)



Exemplo 1: Seja 𝑇𝑥,𝑦 = 𝑚𝑎𝑥(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) em que 𝑇𝑥 ∼ 𝐸𝑥𝑝(0,025) e 

𝑇𝑦 ∼ 𝐸𝑥𝑝(0,02). Usando 𝛿 = 0,05. Calcule o valor de  𝐴 𝑢1:20| , em 

que 𝑢 = {𝑥, 𝑦}.

Solução:

 𝐴 𝑢1:20| =  
0

20

𝑒−𝛿𝑡 𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥 𝑑𝑡 .

Tendo em visa que

𝑡𝑝𝑥 = 1 − 𝑒−0,025𝑡 , 𝑡𝑞𝑥 = 𝑒−0,025𝑡, 𝜇 𝑥 + 𝑡 = 0,025,

𝑡𝑝𝑦 = 1 − 𝑒−0,02𝑡 , 𝑡𝑞𝑦 = 𝑒−0,02𝑡 e 𝜇 𝑦 + 𝑡 = 0,02

Então:



 𝐴 𝑢1:20| =  
0

20

𝑒−𝛿𝑡 𝜇 𝑥 + 𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑞𝑦 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑡𝑝𝑦 𝑡𝑞𝑥 𝑑𝑡 .

Tendo em visa que

𝑡𝑝𝑥 = 1 − 𝑒−0,025𝑡 , 𝑡𝑞𝑥 = 𝑒−0,025𝑡, 𝜇 𝑥 + 𝑡 = 0,025,

𝑡𝑝𝑦 = 1 − 𝑒−0,02𝑡, 𝑡𝑞𝑦 = 𝑒−0,02𝑡 e 𝜇 𝑦 + 𝑡 = 0,02

Então:

 𝐴 𝑢1:20| =  
0

20

𝑒−0,05𝑡 0,025 1 − 𝑒−0,025𝑡 𝑒−0,02𝑡 + 0,02 1 − 𝑒−0,02𝑡 𝑒−0,025𝑡 𝑑𝑡 ,

 𝐴 𝑢1:20| =  
0

20

0,025𝑒−0,07𝑡 − 0,045𝑒−0,095𝑡 + 0,02𝑒−0,075𝑡 𝑑𝑡 ,

 𝑨 𝒖𝟏:𝟐𝟎| ≈ 𝟎, 𝟎𝟕𝟑𝟒.



 𝐴𝑥,𝑦 +  𝐴𝑥,𝑦 =  𝐴𝑥 +  𝐴𝑦

|𝑚
 𝐴𝑥,𝑦 + |𝑚

 𝐴𝑥,𝑦 = |𝑚
 𝐴𝑥 + |𝑚

 𝐴𝑦

 𝐴𝑢1:  𝑛| +  𝐴 𝑢1:  𝑛| =  𝐴𝑥1:  𝑛| +  𝐴𝑦1:  𝑛|

|𝑚
 𝐴 𝑢1:  𝑛| + |𝑚

 𝐴𝑢1:  𝑛| = |𝑚
 𝐴𝑥1:  𝑛| + |𝑚

 𝐴𝑦1:  𝑛|

em que 𝑢 = {𝑥, 𝑦}

Status último sobrevivente-Relação entre 𝑇𝑥,𝑦 e 𝑇𝒙,𝒚
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